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Анотацiї

Носик Вiталiй Сергiйович. Системи функцiй Чебишова i їх ви-

користання для розв’язання задачi керованостi. У цiй роботi до-

слiджено T-системи (системи Чебишова), якi мають багато застосувань в

задачах наближення функцiй, оптимiзацiї, оптимального керування та iн-

ших. Особливу увагу придiлено лемi, яка встановлює достатнi умови неви-

родженостi матрицi, пов’язаної з двома T-системами, та її доведенню. Далi

показано, як можна використати цю лему для побудови керування, що пе-

реводить задану точку в задану для майже лiнiйної керованої системи.

Ключовi слова: система Чебишова, задача керованостi, майже лiнiйна

керована система.

Nosyk Vitalii. Chebyshev functions systems and their applica-

tion to solving the controllability problem. In this paper, we study

T-systems (Chebyshev systems), which have many applications in function

approximation, optimization, optimal control, and other problems. Particu-

lar attention is paid to the lemma that establishes sufficient conditions for

the nonsingularity of the matrix associated with two T-systems and its proof.

Then, we show how this lemma can be used to construct a control that steers

a given point to a given point for an almost linear control system.

Keywords: Chebyshev system, controllability problem, almost linear

control system.
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Вступ

Теорiя наближення функцiй є однiєю з базових дисциплiн математично-

го аналiзу, яка має широке застосування в науцi та технiцi. Особливу роль у

цiй теорiї вiдiграють системи функцiй iз специфiчними властивостями, що

забезпечують високу ефективнiсть апроксимацiї. Одним iз найважливiших

класiв таких систем є Т-системи, що названi на честь видатного матема-

тика П.Л. Чебишова [1]. Вони дозволяють не лише ефективно вирiшувати

класичнi проблеми апроксимацiї, а й створювати новi методи наближення

функцiй, здiйснювати iнтерполяцiю, будувати сплайни, а також застосову-

ються при чисельному розв’язаннi диференцiальних рiвнянь. Застосування

Т-систем охоплює багато сфер — вiд обчислювальної математики та авто-

матичного керування до цифрової обробки сигналiв, комп’ютерної графiки

та iнших напрямiв.

У межах цього дослiдження ми розглянемо поянття та приклади Т-

систем i деякi їх властивостi. Зокрема, доведемо одну лему про матрицю,

що визначається двома Т-системами. У другому роздiлi ми покажемо, як

можна застосувати цю лему до розв’язання задачi керованостi для систе-

ми, яка є майже лiнiйною, тобто всi рiвняння якої, крiм одного, є лiнiй-

ними. Iдея такого застосування була запропонована в роботах [2], [3]. Для

iлюстрацiї наведений один приклад побудови керування для тривимiрної

майже лiнiйної системи.
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Роздiл 1

Системи функцiй Чебишова

Означення 1.1. [1] Нехай на iнтервалi (𝑎, 𝑏) задана 𝑛 + 1 неперервна

функцiя

𝑔0(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).

Кажуть, що цi функцiї утворюють систему Чебишова (Т-систему) на iн-

тервалi (𝑎, 𝑏), якщо будь-яка лiнiйна комбiнацiя

𝑃 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘𝑔𝑘(𝑥), (1.1)

де числа 𝑎𝑘 не всi дорiвнюють нулю (тобто
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎2𝑘 > 0), має не бiльше 𝑛

коренiв на iнтервалi (𝑎, 𝑏).

Нехай задана система функцiй 𝑔0(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Введемо по-

значення:

Δ

⎛⎝ 𝑔0 𝑔1 ... 𝑔𝑛

𝑥0 𝑥1 ... 𝑥𝑛

⎞⎠ = det

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑔0(𝑥0) 𝑔1(𝑥0) ... 𝑔𝑛(𝑥0)

... ... ... ...

𝑔0(𝑥𝑛) 𝑔1(𝑥𝑛) ... 𝑔𝑛(𝑥𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎠ . (1.2)

Лема 1.2. [1] Функцiї 𝑔0(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), утворюють Т-систему

тодi i тiльки тодi, коли визначник (1.2) не дорiвнює нулю при всiх наборах

попарно рiзних значень 𝑥0, ..., 𝑥𝑛 з iнтервала (𝑎, 𝑏).

Приклад 1.3. Класична полiномiальна система.

Розглянемо систему {1, 𝑥, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} на iнтервалi (𝑎, 𝑏). Доведемо, що ця
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система є Т-системою.

Доведення. Вiзьмемо довiльну ненульову лiнiйну комбiнацiю:

𝑝(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥+ 𝑐2𝑥
2 + ...+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛,

де не всi 𝑐𝑖 дорiвнюють нулю.

Припустимо, що 𝑝(𝑥) має бiльше нiж 𝑛 нулiв на [𝑎, 𝑏]. Нехай це точки

𝑎 ≤ 𝑥1 < 𝑥2 < ... < 𝑥𝑚 ≤ 𝑏, де 𝑚 > 𝑛. За теоремою Ролля, похiдна 𝑝′(𝑥) =

𝑐1+𝑐2𝑥+...+𝑐𝑛𝑥
𝑛−1 має принаймнi 𝑚−1 > 𝑛−1 нулiв на (𝑎, 𝑏). Застосовую-

чи теорему Ролля послiдовно до похiдних вищих порядкiв, отримуємо, що

𝑛-та похiдна 𝑝(𝑛)(𝑥) = 𝑛!·𝑐𝑛 має щонайменше 𝑚−𝑛 > 0 нулiв. Але 𝑝(𝑛)(𝑥) =

𝑛! · 𝑐𝑛 є константою i може мати нулi тiльки якщо 𝑐𝑛 = 0. Продовжуючи

цi мiркування для 𝑝(𝑛−1)(𝑥), ..., 𝑝′(𝑥), 𝑝(𝑥), отримуємо, що всi коефiцiєнти 𝑐𝑖

дорiвнюють нулю, що суперечить припущенню. Отже, 𝑝(𝑥) має щонайбiль-

ше 𝑛 нулiв на [𝑎, 𝑏], i система {1, 𝑥, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} є Т-системою.

Альтернативне доведення. Скористаємось лемою 1.2 i розгляне-

мо визначник Δ для точок 𝑥1 < 𝑥2 < ... < 𝑥𝑛, який для системи

{1, 𝑥, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} є визначником Вандермонда:

Δ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
1 𝑥0 𝑥20 ... 𝑥𝑛0

1 𝑥1 𝑥21 ... 𝑥𝑛1

... ... ... ... ...

1 𝑥𝑛 𝑥2𝑛 ... 𝑥𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

i дорiвнює

Δ =
∏︁

0≤𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖).

Оскiльки 𝑥1 < 𝑥2 < ... < 𝑥𝑛, то всi множники (𝑥𝑗−𝑥𝑖) додатнi, i визначник

нiколи не дорiвнює нулю. Це доводить, що система {1, 𝑥, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} є Т-
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системою на будь-якому iнтервалi.

Приклад 1.4. Експоненцiальна система.

Розглянемо систему {𝑒𝜆0𝑥, 𝑒𝜆1𝑥, ..., 𝑒𝜆𝑛𝑥}, де 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑛, на довiль-

ному iнтервалi (𝑎, 𝑏). Доведемо, що ця система є Т-системою.

Доведення. Будемо застосовувати iндукцiю за розмiрнiстю.

Якщо 𝑛 = 0, немає чого доводити.

Нехай ми вже довели, що будь-який набiр з 𝑛 експонент з рiзними пока-

зниками утворює Т-систему. Розглянемо набiр з 𝑛+1 експонент з рiзними

показниками {𝑒𝜆0𝑥, 𝑒𝜆1𝑥, ..., 𝑒𝜆𝑛𝑥}, де 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑛. Розглянемо нену-

льову лiнiйну комбiнацiю:

𝑝(𝑥) = 𝑐0𝑒
𝜆0𝑥 + 𝑐1𝑒

𝜆1𝑥 + ...+ 𝑐𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑥,

де
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐2𝑘 > 0. Винесемо за дужки множник 𝑒𝜆0𝑥, який не дорiвнює 0:

𝑝(𝑥) = 𝑒𝜆0𝑥(𝑐0 + 𝑐1𝑒
(𝜆1−𝜆0)𝑥 + ...+ 𝑐𝑛𝑒

(𝜆𝑛−𝜆0)𝑥).

Тодi кiлькiсть коренiв цiєї функцiї дорiвнює кiлькостi коренiв функцiї

𝑝(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑒
(𝜆1−𝜆0)𝑥 + ...+ 𝑐𝑛𝑒

(𝜆𝑛−𝜆0)𝑥.

Нехай ця функцiя має щонайменше 𝑛+1 корiнь на iнтервалi (𝑎, 𝑏), тодi за

теоремою Ролля її похiдна має щонайменше 𝑛 коренiв на iнтервалi (𝑎, 𝑏).

Але

𝑝′(𝑥) = 𝑐1(𝜆1 − 𝜆0)𝑒
(𝜆1−𝜆0)𝑥 + ...+ 𝑐𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆0)𝑒

(𝜆𝑛−𝜆0)𝑥 =

= 𝑐′1𝑒
𝜆′
1𝑥 + ...+ 𝑐′𝑛𝑒

𝜆′
𝑛𝑥,
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де 𝜆′
𝑖 = 𝜆𝑖 − 𝜆0 рiзнi, а

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑐′𝑘)
2 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 − 𝜆0)
2𝑐2𝑘 > 0.

Отже, ненульова лiнiйна комбiнацiя 𝑛 експонент з рiзними показниками

має щонайменше 𝑛 коренiв. Але це суперечить припущенню iндукцiї.

Приклад 1.5. Тригонометрична система на обмеженому iнтервалi.

Розглянемо систему {1, cos𝑥, sin𝑥} на iнтервалi (0, 2𝜋). Доведемо, що

ця система є Т-системою.

Доведення. Скористаємось лемою 1.2 i розглянемо визначник Δ для

точок 0 < 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < 2𝜋:

Δ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1 cos 𝑥0 sin𝑥0

1 cos 𝑥1 sin𝑥1

1 cos 𝑥2 sin𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(cos𝑥1 − cos𝑥0) (sin 𝑥1 − sin𝑥0)

(cos𝑥2 − cos𝑥0) (sin 𝑥2 − sin𝑥0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= (cos𝑥1 − cos𝑥0)(sin𝑥2 − sin𝑥0)− (sin𝑥1 − sin𝑥0)(cos𝑥2 − cos𝑥0) =

= −4 sin
𝑥1 + 𝑥0

2
sin

𝑥1 − 𝑥0
2

sin
𝑥2 − 𝑥0

2
cos

𝑥2 + 𝑥0
2

+

+4 sin
𝑥1 − 𝑥0

2
cos

𝑥1 + 𝑥0
2

sin
𝑥2 + 𝑥0

2
sin

𝑥2 − 𝑥0
2

=

= −4 sin
𝑥1 − 𝑥0

2
sin

𝑥2 − 𝑥0
2

×

×
(︂
sin

𝑥1 + 𝑥0
2

cos
𝑥2 + 𝑥0

2
− cos

𝑥1 + 𝑥0
2

sin
𝑥2 + 𝑥0

2

)︂
=

= 4 sin
𝑥1 − 𝑥0

2
sin

𝑥2 − 𝑥0
2

sin
𝑥2 − 𝑥1

2
.

Оскiльки 0 < 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < 2𝜋, то всi рiзницi 𝑥1 − 𝑥0, 𝑥2 − 𝑥0, 𝑥2 − 𝑥1

лежать в iнтервалi (0, 2𝜋), i, отже,

𝑥1 − 𝑥0
2

,
𝑥2 − 𝑥0

2
,
𝑥2 − 𝑥1

2
∈ (0, 𝜋).
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Отже, значення sin
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

2
додатнi для всiх 𝑖 > 𝑗. Таким чином, визначник

завжди додатний i не дорiвнює нулю.

Отже, система {1, cos𝑥, sin𝑥} є Т-системою на (0, 2𝜋).

Зауваження. Ця система не є Т-системою на бiльш широкому iнтервалi

(−𝜋, 3𝜋), оскiльки для точок 𝑥0 = 0, 𝑥1 = 𝜋, 𝑥2 = 2𝜋 визначник дорiвнює

нулю, що легко перевiрити:

Δ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1 cos 0 sin 0

1 cos 𝜋 sin 𝜋

1 cos 2𝜋 sin 2𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1 1 0

1 −1 0

1 1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0.

Приклад 1.6. Контрприклад: система, що не є Т-системою.

Розглянемо систему {sin𝑥, sin 2𝑥, sin 3𝑥} на iнтервалi (0, 2𝜋). Доведемо,

що ця система не є Т-системою.

Доведення. Розглянемо таку лiнiйну комбiнацiю: 𝑓(𝑥) = sin 𝑥− sin 3𝑥.

Знайдемо нулi цiєї функцiї на (0, 2𝜋):

𝑓(𝑥) = sin𝑥− sin 3𝑥 = sin𝑥− (3 sin𝑥− 4 sin3 𝑥) =

= sin𝑥(1− 3 + 4 sin2 𝑥) = sin 𝑥(4 sin2 𝑥− 2).

Отже, на iнтервалi (0, 2𝜋) функцiя 𝑓(𝑥) має нулi в точках:

• 𝑥 = 𝜋 (коли sin𝑥 = 0),

• 𝑥 =
𝜋

4
,
3𝜋

4
,
5𝜋

4
,
7𝜋

4
(коли sin𝑥 = ± 1√

2
).

Таким чином, 𝑓(𝑥) має 5 нулiв на iнтервалi (0, 2𝜋), що перевищує ма-

ксимально допустимi 2 нулi для Т-системи порядку 2. Отже, система

{sin𝑥, sin 2𝑥, sin 3𝑥} не є Т-системою на iнтервалi (0, 2𝜋).

Сформулюємо властивiсть Т-систем, яка знадобиться в подальшому.
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Лема 1.7. [1] Нехай функцiї 𝑔0(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) утворюють Т-систему на

iнтервалi (𝑎, 𝑏). Нехай 𝑎 < 𝑥1 < ... < 𝑥𝑗 < 𝑏, де 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Тодi iснує

нетривiальний набiр чисел 𝑐0, . . . , 𝑐𝑛 такий, що функцiя

𝑝(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘𝑔𝑘(𝑥)

має своїми коренями на (𝑎, 𝑏) лише числа 𝑥1 < ... < 𝑥𝑗, причому змiнює

свiй знак при переходi через кожну з цих точок.

Приклад 1.8. Розглянемо Т-систему {1, 𝑥, 𝑥2} на iнтервалi (𝑎, 𝑏). Зафi-

ксуємо двi точки на цьому iнтервалi, 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑏. Тодi iснує полiном

𝑝(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2, для якого 𝑝(𝑥1) = 𝑝(𝑥2) = 0. Можна вибрати, на-

приклад, 𝑝(𝑥) = (𝑥− 𝑥1)(𝑥− 𝑥2). Очевидно, що 𝑝(𝑥) змiнює свiй знак при

переходi через кожну з точок 𝑥1 i 𝑥2.

Тепер зафiксуємо одну точку на iнтервалi, 𝑎 < 𝑥1 < 𝑏. Виберемо полiном

𝑝(𝑥) = 𝑥− 𝑥1, який має вигляд 𝑝(𝑥) = 𝑐0+ 𝑐1𝑥+ 𝑐2𝑥
2 при 𝑐0 = −𝑥1, 𝑐1 = 1,

𝑐2 = 0. Очевидно, що вiн має лише корiнь 𝑥1 i змiнює свiй знак при переходi

через цю точку.

Нарештi, iснує полiном, який не має коренiв на iнтервалi (𝑎, 𝑏), напри-

клад, 𝑝(𝑥) = 1.

Приклад 1.9. Розглянемо Т-систему {1, sin𝑥, cos𝑥} на iнтервалi (0, 2𝜋).

Зафiксуємо двi точки на цьому iнтервалi, 0 < 𝑥1 < 𝑥2 < 2𝜋. Побудуємо по-

лiном 𝑝(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1 sin𝑥 + 𝑐2 cos𝑥, для якого 𝑝(𝑥1) = 𝑝(𝑥2) = 0. Такий

полiном визначається з точнiстю до константи i дорiвнює

𝑝(𝑥) = 𝐶

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1 sin 𝑥 cos𝑥

1 sin 𝑥1 cos𝑥1

1 sin 𝑥2 cos𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .
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Якщо розкрити визначник, отримуємо

𝑝(𝑥) = −𝐶(sin(𝑥− 𝑥1)− sin(𝑥− 𝑥2) + sin(𝑥1 − 𝑥2)), (1.3)

отже, легко перевiрити, що 𝑝(𝑥1) = 𝑝(𝑥2) = 0. Зокрема, якщо 𝑥1 = 𝜋, то

𝑝(𝑥) = 𝐶(sin𝑥+ sin(𝑥− 𝑥2)− sin𝑥2).

Тепер зафiксуємо одну точку на iнтервалi, 0 < 𝑥1 < 2𝜋. Якщо 𝑥1 = 𝜋, то

розглянемо полiном 𝑝(𝑥) = 𝐶 sin𝑥: вiн має лише корiнь 𝑥 = 𝜋 на iнтервалi

(0, 2𝜋) i змiнює свiй знак при переходi через цю точку.

Нехай 𝑥1 ̸= 𝜋. Щоб отримати полiном, який має лише один корiнь на

iнтервалi (0, 2𝜋), перейдемо до границi 𝑥2 → 2𝜋 у виразi (1.3). Отримуємо

𝑝(𝑥) = 𝐶(sin(𝑥− 𝑥1)− sin𝑥+ sin𝑥1) =

= 4𝐶 sin
𝑥− 𝑥1

2
sin

𝑥

2
sin

𝑥1
2
.

Оскiльки 𝑥, 𝑥1 ∈ (0, 2𝜋), то
𝑥

2
,
𝑥1
2

∈ (0, 𝜋), тому sin
𝑥

2
sin

𝑥1
2

> 0 на iнтерва-

лi (0, 2𝜋). При цьому
𝑥− 𝑥1

2
∈ (−𝜋, 𝜋), тому 𝑝(𝑥) має лише корiнь 𝑥 = 𝑥1

на iнтервалi (0, 2𝜋) i змiнює свiй знак при переходi через корiнь.

Для подальшого ми дещо змiнимо позначення. Доведемо таку лему.

Лема 1.10. [3] Припустимо, що {𝛿𝑖(𝑡)}𝑚𝑖=1 i {𝛾𝑖(𝑡)}𝑚𝑖=1 – це двi T-системи

на iнтервалi (𝑎, 𝑏). Тодi матриця 𝑀 з елементами

𝑀𝑘𝑗 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝛿𝑘(𝑡)𝛾𝑗(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚,

є невиродженою.

Доведення. Припустимо протилежне. Тодi iснує ненульовий вектор

𝑝, для якого 𝑀𝑝 = 0. Iншими словами, iснує нетривiальний набiр чисел
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𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 такий, що

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑀𝑘𝑗𝑝𝑗 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝛿𝑘(𝑡)
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗𝛾𝑗(𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚. (1.4)

Розглянемо функцiю

𝑝(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗𝛾𝑗(𝑡).

Оскiльки {𝛾𝑖(𝑡)}𝑚𝑖=1 є T-системою на iнтервалi (𝑎, 𝑏), функцiя 𝑝(𝑡) має не

бiльше нiж 𝑚 − 1 корiнь на iнтервалi (𝑎, 𝑏), в яких де 𝑝(𝑡) змiнює знак;

позначимо їх як 𝑡1, . . . , 𝑡𝑠.

Оскiльки {𝛿𝑖(𝑡)}𝑚𝑖=1 також є T-системою на iнтервалi (𝑎, 𝑏), iснує нетри-

вiальний набiр чисел 𝑞1, . . . , 𝑞𝑚 такий, що функцiя

𝑞(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝛿𝑘(𝑡)

має тi ж самi коренi 𝑡1, . . . , 𝑡𝑠 i виконується рiвнiсть sign(𝑞(𝑡)) = sign(𝑝(𝑡))

поза коренями 𝑞(𝑡) i 𝑝(𝑡), що випливає з леми 1.7.

Помножимо 𝑘-те рiвняння з (1.4) на 𝑞𝑘:

𝑀𝑘𝑗𝑝𝑗𝑞𝑘 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑞𝑘𝛿𝑘(𝑡)
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗𝛾𝑗(𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

i просумуємо цi рiвняння. Отримуємо∫︁ 𝑏

𝑎

(︃
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝛿𝑘(𝑡)

)︃(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗𝛾𝑗(𝑡)

)︃
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑞(𝑡)𝑝(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Отже, оскiльки sign(𝑞(𝑡)) = sign(𝑝(𝑡)), маємо 𝑞(𝑡) = 𝑝(𝑡) = 0 для всiх

𝑡 з iнтервалу (𝑎, 𝑏) (ми врахували, що 𝑝(𝑡) i 𝑞(𝑡) є неперервними i мають

скiнченну кiлькiсть нулiв), що суперечить нашiй побудовi.

Приклад 1.11. Нехай {𝛿𝑖(𝑡)}𝑚𝑖=1 i {𝛾𝑖(𝑡)}𝑚𝑖=1 – однаковi Т-системи на iн-
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тервалi (0, 1) i дорiвнюють {1, 𝑡, 𝑡2, ..., 𝑡𝑚−1}. Тодi матриця 𝑀 має елементи

𝑀𝑘𝑗 =

∫︁ 1

0

𝑡𝑘+𝑗−2𝑑𝑡 =
1

𝑘 + 𝑗 − 1
,

тобто

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

2
...

1

𝑛
1

2

1

3
...

1

𝑛+ 1

... ... ... ...
1

𝑛

1

𝑛+ 1
...

1

2𝑛− 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
є матрицею Гiльберта. Вона невироджена, її визначник дорiвнює

det(𝑀) =
𝑐4𝑛
𝑐2𝑛

, де 𝑐𝑛 =
𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝑖!.

Приклад 1.12. Розглянемо двi рiзнi Т-системи. Наприклад, нехай

{𝛿𝑖(𝑡)}3𝑖=1 = {1, 𝑡, 𝑡2} i {𝛾𝑖(𝑡)}3𝑖=1 = {1, sin 𝑡, cos 𝑡}, якi є Т-системами на

iнтервалi (0, 2𝜋) (приклади 1.3 i 1.5).

Тодi матриця 𝑀 дорiвнює

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

sin 𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

cos 𝑡𝑑𝑡∫︁ 2𝜋

0

𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡∫︁ 2𝜋

0

𝑡2𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

𝑡2 sin 𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

𝑡2 cos 𝑡𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
2𝜋 0 0

2𝜋2 −2𝜋 0
8

3
𝜋3 −4𝜋2 4𝜋

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

тобто є невиродженою.

Приклад 1.13. Покажемо, що якщо умови леми порушуються, то ма-

триця 𝑀 може бути виродженою. Наприклад, розглянемо {𝛿𝑖(𝑡)}3𝑖=1 =

{sin 𝑡, sin 2𝑡, sin 3𝑡}, яка не є Т-системою на iнтервалi (0, 2𝜋) (приклад 1.6),

i {𝛾𝑖(𝑡)}3𝑖=1 = {1, sin 𝑡, cos 𝑡}, яка є Т-системою на iнтервалi (0, 2𝜋) (приклад

1.5).
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Тодi матриця 𝑀 має вигляд

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∫︁ 2𝜋

0

sin 𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

sin2 𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

sin 𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡∫︁ 2𝜋

0

sin 2𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

sin 2𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

sin 2𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡∫︁ 2𝜋

0

sin 3𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

sin 3𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡

∫︁ 2𝜋

0

sin 3𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝜋 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

тобто є виродженою.

Нарештi, зауважимо, що умови леми є достатнiми, але не є необхiдними

для того, щоб матриця 𝑀 була невиродженою. Зокрема, якщо {𝛿𝑖(𝑡)}𝑚𝑖=1 i

{𝛾𝑖(𝑡)}𝑚𝑖=1 – двi однаковi системи лiнiйно незалежних функцiй, але не утво-

рюють Т-систему, то матриця 𝑀 буде невиродженою, тому що вона дорiв-

нює матрицi Грама цiєї системи. Наприклад, якщо {𝛿𝑖(𝑡)}3𝑖=1 = {𝛾𝑖(𝑡)}3𝑖=1 =

{sin 𝑡, sin 2𝑡, sin 3𝑡} на iнтервалi (0, 2𝜋), то матриця 𝑀 пропорцiйна одини-

чнiй матрицi, 𝑀 = 𝜋𝐼.



Роздiл 2
Використання Т-систем для

розв’язання задачi керованостi
Розглянемо наступну задачу керованостi. Нехай задана система

�̇� = 𝐹 (𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R1,

а також заданий iнтервал часу (0, 𝑇 ), початкова умова 𝑥(0) = 𝑥0 i кiнцева

умова 𝑥(𝑇 ) = 𝑥1. Задача полягає в тому, щоб знайти керування 𝑢 = 𝑢(𝑡),

яке переводить систему з початкової точки до кiнцевої за час 𝑇 , тобто

виконуються умови

�̇� = 𝐹 (𝑥, 𝑢(𝑡)), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝑇 ) = 𝑥1.

Розглянемо один випадок такої задачi для майже лiнiйної системи, який

є частковим випадком майже лiнеаризовної системи, розглянутої в роботах

[2], [3]. Нехай система складається з 𝑛 лiнiйних рiвнянь i одного нелiнiйного,

причому лiнiйнi рiвняння утворюють канонiчну систему:

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑥3,

...

�̇�𝑛−1 = 𝑥𝑛,

�̇�𝑛 = 𝑢,

�̇� = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢),

(2.1)

15
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де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑦 ∈ R. Заданий iнтервал часу (0, 𝑇 ) i умови

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝑇 ) = 𝑥1,

𝑦(0) = 𝑦0, 𝑦(𝑇 ) = 𝑦1.
(2.2)

Задача, як i ранiше, полягає в тому, щоб знайти керування 𝑢 = 𝑢(𝑡), яке

переводить систему (2.1) з початкової точки до кiнцевої за час 𝑇 .

Застосуємо пiдхiд, що був запропонований у статтях [2], [3], до цiєї за-

дачi.

Спочатку розглянемо лiнiйну частину системи, тобто

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑥3,

...

�̇�𝑛−1 = 𝑥𝑛,

�̇�𝑛 = 𝑢.

(2.3)

Розглянемо набiр неперервних функцiй на iнтервалi (0, 𝑇 )

{𝑔0(𝑡), 𝑔1(𝑡), ..., 𝑔𝑛(𝑡)}.

Будемо шукати керування, яке переводить лiнiйну систему (2.3) з початко-

вої точки до кiнцевої, у виглядi

𝑢(𝑡) = 𝑐0𝑔0(𝑡) + ...+ 𝑐𝑛𝑔𝑛(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑖𝑔𝑖(𝑡).

Пiдставляючи керування в систему i враховуючи крайовi умови, отри-

муємо

−𝑥0 + 𝑒−𝐴𝑇𝑥1 =

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝑡𝑏𝑢(𝑡)𝑑𝑡,
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де

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 0 ... 1

0 0 0 ... 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Для зручностi позначимо 𝑑 = −𝑥0 + 𝑒−𝐴𝑇𝑥1, тодi

𝑑 =

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝑡𝑏
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑖𝑔𝑖(𝑡)𝑑𝑡. (2.4)

Можна показати, що компоненти вектор-функцiї 𝑒−𝐴𝑡𝑏 дорiвнюють
(−1)𝑛−𝑘𝑡𝑛−𝑘

(𝑛− 𝑘)!
, отже, утворюють Т-систему на (0, 𝑇 ). Позначимо ℎ(𝑡) = 𝑒−𝐴𝑡𝑏

i перепишемо (2.4) у виглядi

𝑑− 𝑐0

∫︁ 𝑇

0

ℎ(𝑡)𝑔0(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂∫︁ 𝑇

0

ℎ(𝑡)𝑔𝑖(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑐𝑖.

Введемо ще позначення 𝑤 = −
∫︁ 𝑇

0

ℎ(𝑡)𝑔0(𝑡)𝑑𝑡 i запишемо останню рiвнiсть

покомпонентно:

𝑑𝑘 + 𝑐0𝑤𝑘 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂∫︁ 𝑇

0

ℎ𝑘(𝑡)𝑔𝑖(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑐𝑖, 𝑘 = 1, ..., 𝑛.

Нехай 𝑐0 задана, тодi отримуємо систему лiнiйних рiвнянь вiдносно

𝑐1, ..., 𝑐𝑛 з матрицею, елементи якої дорiвнюють

𝑀𝑘𝑗 =

∫︁ 𝑇

0

ℎ𝑘(𝑡)𝑔𝑗(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘, 𝑗 = 1, ..., 𝑛.

Ця система має розв’язок, якщо матриця невироджена. З леми 1.10 ви-

пливає, що якщо функцiї {𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡), ..., 𝑔𝑛(𝑡)} утворюють Т-систему на

iнтервалi (0, 𝑇 ), то ця умова виконується.
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Отже, можна розв’язати систему i знайти 𝑐1, ..., 𝑐𝑛 як функцiї вiд 𝑐0. По-

тiм пiдставити в останнє рiвняння системи (2.1). Ми отримали одне дифе-

ренцiальне рiвняння з одним параметрм i початковою i кiнцевою умовами.

Далi можна знаходити значення 𝑐0, для якого обидвi умови виконуються.

Приклад 2.1. Розглянемо систему

�̇�1 = 𝑥2

�̇�2 = 𝑢

�̇� = 10 sin(5𝑥1).

Нехай

𝑇 = 1, 𝑥(0) =

⎛⎝1

1

⎞⎠ , 𝑥(1) = 0, 𝑦(0) = 1, 𝑦(1) = 0.

Виберемо функцiї

𝑔0(𝑡) = 𝑡2, 𝑔1(𝑡) = 1, 𝑔2(𝑡) = 𝑡

i будемо шукати керування у виглядi

𝑢(𝑡) = 𝑐0𝑡
2 + 𝑐1 + 𝑐2𝑡.

Маємо:

𝑑 = −𝑥0 =

⎛⎝−1

−1

⎞⎠ , 𝑤 =

⎛⎜⎜⎝
∫︁ 1

0

𝑡3𝑑𝑡

−
∫︁ 1

0

𝑡2𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 1

4

−1

3

⎞⎟⎠ ,

𝑀 =

⎛⎜⎜⎝−
∫︁ 1

0

𝑡𝑑𝑡 −
∫︁ 1

0

𝑡2𝑑𝑡∫︁ 1

0

𝑑𝑡

∫︁ 1

0

𝑡𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝−1

2
−1

3

1
1

2

⎞⎟⎠
Оскiльки функцiї {1, 𝑡} утворюють Т-систему, матриця 𝑀 має бути не-

вироджена. Дiйсно, її детермiнант дорiвнює
1

12
.

Отже, отримали систему рiвнянь з невиродженою матрицею. Запишемо
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покоординатно:
−𝑐1

2
− 𝑐2

3
= −1 +

𝑐0
4
,

𝑐1 +
𝑐2
2

= −1− 𝑐0
3
.

Розв’язуючи, отримуємо
𝑐1 = −10 +

𝑐0
6
,

𝑐2 = 18− 𝑐0.

Отже, кожне керування вигляду

𝑢(𝑡) = 𝑐0𝑡
2 − 10 +

𝑐0
6
+ (18− 𝑐0)𝑡

переводить лiнiйну систему з початкової точки до кiнцевої.

Тепер розглянемо нелiнiйне рiвняння з крайовими умовами

�̇� = 10 sin(5𝑥1(𝑡)), 𝑦(0) = 1, 𝑦(1) = 0.

Функцiя 𝑥1(𝑡) вiдома i залежить вiд 𝑐0, ї ї можна виписати явно.

Будемо пiдставляти рiзнi 𝑐0, щоб знайти таке, що задовольняє крайовим

умовам. Якщо знайдемо такi 𝑐′0 < 𝑐′′0, для яких 𝑦(1) має рiзнi знаки, то

шукане значення 𝑐0 можна знайти на вiдрiзку [𝑐′0, 𝑐
′′
0].

Наприклад, при 𝑐0 ≈ 100.6 отримуємо, що 𝑦(0) = 0, 𝑦(1) ≈ −3.5 · 10−5.
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